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Chapitre 5 : Transformée de Fourier
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e Transformée de Fourier

- Application : recouvrement fréquentiel
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Une richesse fréquentielle omnipr
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Espace des fréquences

Signal complexe 1D

e« Somme de signaux simples

A A
1 4,.'__',_..‘ 1 ’ .
0 £ ™ 1 0 1
-1 =i

e Transformée de Fourier :

—  Ecriture sous la forme d’'une somme infinie de fonctions sinusoidales

n=-+0o0

f(x) _ Z Cnez??mug:}c
n=—00



Espace des fréquences

Transformée de Fourier 2D

* Transformée directe

400400

F(u,v) = fff(x, Ve I qxdy =TF(f (x, y))

[ /

variables variables

fréquentielles spatiales

* Transformée inverse

+00+00

fooy)= [ fF(u,v)ejz”(“"”y)dudv =TF '(F(u,v))



Espace des fréquences

Transformée de Fourier 2D

* Transformée continue d'une séquence discréte (TFCD)

F,(u,v) = Z Z f (T, nTY )e /2t vony)

|

transformé périodes fenétrage et
(¢ ra)ns ormee d’échantillonnage échantillonnage des
., f.) )-périodique fré
quences

* Transformé discréte d'une séquence discréte (TFD)

- j2m kM L
F(k,I) ZZf(mn)e e
\ m=0 n=0
| o kel[0O,M - 1]
variables discretes [€[0,N - 1]



Interprétation fréquentielle

Signal harmonique 2D
e Sinusoide parfaite = répétition d'un motif selon un certain axe

e Texture = image périodique

axe de
« répétition »

angle droit

axe de « périodicité »
(signal 1D)

150
Trame sinusoidale a 45°

(une seule fréquence 2D
= fondamental)

a0

Représentation 3D
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Interprétation fréquentielle

Signal harmonique 2D

f(x,y) =sin Zn(fx X+ f, y)
\

x=mT*, me|o,M - 1]
y=nT’, nelo,N-1]

.

fréquence
fréquence verticale
horizontale
0 128 > X, m
———————————
———————
——————————
———————————
I
128 | — f. =-0,01
———————————
—————————— fy =0,02
———————————
——————————
A f, =0

y,n f, =0,08
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Interprétation fréquentielle

Signal harmonique 2D

f(x,y) =sin er(fx X+ f, y)

f, =0,02
f, =0,04

0.4 : :
paire de Dirac

de coordonnées

Cr.-£,).f,)

orientation 0.2

g 0.0
‘TF()‘ convolution par un
-0.2 sinus cardinal 2D
(fenétrage)
Signal 2D harmonique a o4

axe fréquentiel
orthogonal a
|'orientation de la
trame

une seule fréquence /v
(fondamental) —0.4 0.2 0.0 02 04

fréquences Amplitudé”du spectre
réduites



Interprétation fréquentielle

Signal harmonique 2D

f(x,y) =sin er(fx X+ f, y)

f, =0,02
f, =0,04

0.4 : :
paire de Dirac

de coordonnées

Cr.-£,).f,)

orientation 0.2

g 0.0
‘TF()‘ convolution par un
-0.2 sinus cardinal 2D
(fenétrage)
Signal 2D harmonique a o4

axe fréquentiel
orthogonal 3
I'orientation de la
trame

une seule fréquence /v
(fondamental) —0.4 —0.2 0.0 0.2 > 04

fréquences Amplitudédu spectre
réduites (échelle logarithmique)
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Interprétation fréquentielle

Textures pseudo-périodiques

W

« 1 période »
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« 2 périodes »
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Interprétation fréquentielle

Textures pseudo-périodiques

e « Paires de Dirac » diffuses correspondant a des fréquences
fondamentales et des harmoniques
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Interprétation fréquentielle

Sur une image naturelle

hautes fréquences basses
fréquences moyennes  fréquences

=
=
[

TF ()

s

Image naturelle

colormap jet
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Interprétation fréquentielle Exercice

Quiz : Retrouver 3 quelles images correspondent ces transformées

—




Interprétation fréquentielle

Quiz : Retrouver 3 quelles images correspondent ces transformées




Transformée de Fourier 2D

A e }

gllli I|‘|'|‘ N“W ! Wmllmnlmlmn

plt.imread('./img/building.jpg") ! AT *......, n
I.astype('double')

Affichage

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

I
I

50 100 150 200 250 300
plt.figure(1)
plt.imshow(I, cmap='gray')
[h,w] = I.shape

#Transformee de Fourier centree en 0

I fft2 = np.fft.fftshift(np.fft.fft2(I))
#Affichage du log module

I fft2 lm = np.loglO(np.abs(I fft2))

#Attention a fixer les axes pour interpreter les
#frequences
plt.figure(2)
plt.imshow(I fft2 lm, extent=[-0.5, 0.5, 0.5, -0.5])
plt.ylabel(‘Fy’)

plt.xlabel(‘Fx")

plt.show()

0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4
Fx

22



Transformée de Fourier 2D

Domaine discret : Echantillonnage par un peigne de Dirac

fo(x,y) pour {

fn (X’ y) —
0 sinon
O 1y (X, ¥)
f.(x,y) fo(x,¥) L
O, (X%y)= O(x- mT,y- nT))
(6 Y) =1a(%Y)0p 1 (X, y) Tk me Zoo

— Séquence discréte [, (X, Y) notée f(mT,,nT,") ou f(m,n)
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Transformée de Fourier 2D

Périodisation du spectre dans |'espace fréquentiel

Fw)]  bande passante F,@) =TF(f,w)
imigée =TF(f,(3; (1))
/ ’ — TF(fa (t))*TF(é‘Te (f))
ch

» c?nr,y,% =F,(u)*o,, (u)
-B ¢ B 2396 e
g{//je‘r

Périodisation
du spectre
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Transformée de Fourier 2D

Périodisation du spectre dans |'espace fréquentiel

(fex, fe¥)-périodique

|
périodisation
du spectre

\%

Signal 2D a bande
passante limitée

25



Transformée de Fourier 2D

Périodisation du spectre dans |'espace fréquentiel

(fex, fe¥)-périodique

Isation

périod
du spectre

\%

Signal 2D a bande
passante limitée
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Transformée de Fourier 2D

Phénomeéne d’Aliasing (ou repliement spectral)

e Choisir une période / fréquence d'échantillonnage adaptée
pour capturer les variations du signal

e Sinon risque de dénaturer le signal échantillonné

amplitude

| /\ || R
| ¢

y +

-0.5
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Transformée de Fourier 2D

Phénomeéne d’Aliasing (ou repliement spectral)

e Sur des images naturelles

mﬁ‘ﬁﬁ“ w i i
!H'I';'Hﬂ’r:l] ‘ﬂ |
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Transformeée de Fourier 2D Exercice

Filtrage anti-aliasing

Observer ce probléme de repliement de spectre liés a I'échantillonnage
spatial en sous-échantillonnant barbara.png ou bricks.png d'un facteur 4.

Observer également la transformée de Fourier des images.

Lisser I'image initiale par un filtre passe-bas d’anti-repliement, type
Gaussienne, avant le sous-échantillonnage. On comparera ce résultat
également a celui obtenu par skimage.transform.resize.

Image initiale (h x w) Image sous-échantillonnée Image filtrée et sous-échantillonnée

(h/4 x w/4) (h/4 x w/4)
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Fourier

Transformeée de

Exemples d’'application — Analyse de textures

les textures

* TF efficace pour caractériser

30




* Suppression des hautes fréquences —

0.2 04

-0.5
-0.4
-0.3
-0.2
-0.1

0.1
0.2
0.3

0.4

Transformée de Fourier 2D

Exemples d’application — Compression d'images (JPEG)

Mise a zéro
des
coefficients
haute
fréquence



Transformée de Fourier 2D

Exemples d’application — Filtrage fréquentiel

* Bruit fréquentiel. Inefficacité des filtres moyenneurs classiques

présence
du bruit

32

Filtre moyenneur carré 5x5



Transformée de Fourier 2D

Exemples d’application — Filtrage fréquentiel

* Filtrage par un filtre coupe bande = implémentation en TP

présence
du bruit

N
M L iow

Filtre coupe bande spécifique 0. 0. 0.2 0.4 33
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